
第六章 拉普拉斯变换



Ø 很多信号可以用周期复指数信号的线性组合来表示；

Ø复指数信号是LTI系统的特征函数。

回顾：如何引入傅里叶变换——

复指数信号：                        时——傅里叶变换

                       推广为任意    值——拉普拉斯变换

,ste s j
s

6.0  引言



Ø拉氏变换优点：除具有傅氏变换的优点外，还

能应用于不稳定系统的分析；

Ø拉氏变换缺点：物理意义不如傅里叶变换清晰。

  s j



6.1.1定义
6.1  拉普拉斯变换

Ø 对任意信号         ，拉普拉斯变换(�)定义为：( )x t
{ ( )} ( ) ( ) stL x t X s x t e dt

 


   ( ) ( )Lx t X s

自变量    为复数：s   s j

ste ( ) ( ) sty t H s eØ LTI系统对      的响应为：
其中 ( ) ( ) stH s h t e dt

 


 



图1  信号组成

（a）增益

（b）相频特性

图2 系统对不同信号的作用

（a）幅频特性

（b）相移
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拉氏变换和傅氏变换的关系：
Ø 当    实部为0，为傅里叶变换s

   ( ) | ( ) s jL x t F x t
( ) | ( )  s jX s X j

Ø 另有： ( ) ( ) t j tX s j x t e e d t  
  


     

即    ( ) ( ) tF x t e L x t



例1                                       为实数， 求其傅里叶变换和

拉氏变换。 

( ) ( ), atx t e u t a

解： 1( ) ( ) 


  


 

 at j tX j e u t e dt
a j 0a

1( ) ( )
( ) 

  


 

  at stX s e u t e dt
a j 0 a

1( ) 


X s
s a R e{ }  s a



——拉普拉斯变换的收敛域
(自变量的取值范围）

只有            时，才能令                                 

而求得 

0a R e{ } 0  s
( )X j

R e{ }  s a



小  结

Ø 拉普拉斯变换定义式： { ( )} ( ) ( )






   stL x t X s x t e dt

Ø LTI系统对    的响应：ste ( ) ( ) sty t H s e

Ø 拉普拉斯变换与傅里叶变换的关系
( ) | ( )  s jX s X j    ( ) ( ) tF x t e L x t

Ø 收敛域（只有在包含jw轴时，才可求对应傅里叶变换）

Ø 拉普拉斯变换：能应用于不稳定系统的分析



例2                                           ，求拉氏变换 ( ) ( )  atx t e u t
解： 0( ) ( )at st at stX s e u t e dt e e dt    

 
     

1 Re{s} Re{a} 0
a jw

  
 

0
0 ( ) ( )1a jw t a jw te dt e

a jw
 


     





  
 

1 Re{s} Re{ a}
s a

  




例2                                           ，求拉氏变换 ( ) ( )  atx t e u t

可见，不同的            可能有相同

的              关键在于收敛域不同。         

( )x t
( )X s

解：

Re{       }

1( ) Re{s} Re{ a}at Le u t
s a

    


1( ) Re{s} aat Le u t
s a

   


例1



Ø注意：求拉氏变换，必须同时给出收敛域。

Ø收敛域（简称ROC）：使拉普拉斯变换收敛的   

值的范围。

s

Re{     }
ROC的图示——

                 复平面（S平面） 

( )
( ) ( )

ROC
L X s

x t X s


 


数学表达式



例3 
2( ) ( ) (cos 3 ) ( )  t tx t e u t e t u t

解： 

2 1( )
2

 


t Le u t
s

(1 3 ) 1( )
(1 3 )

  
 

j t Le u t
s j

R e{ } 1 s

R e{ } 2s  

求拉氏变换 

2 (1 3 ) (1 3 )1 1( ) ( ) [ ] ( )
2 2

      t j t j tx t e u t e e u t

( )

0

( )

0

( ) ( )

1 1 Re{s}

at st a jw t

a jw t

X s e u t e dt e dt

e a
a jw a s







     





  

 

    
  

 



(1 3 ) 1( )
(1 3 )

  
 

j t Le u t
s j

R e{ } 1 s
R e{ } 2s   R e{ } 1 s

R e{ } 1 s

R e{ } 1 s
ROC取交集

线性性质

2

2

1 1 1 1 1( )
2 2 (1 3 ) 2 (1 3 )

2 5 12
( 2 10)( 2)

X s
s s j s j

s s
s s s

  
    

 


  



Ø 上述各           称为有理的；( )X s
Ø 只要          是实指数或复指数的线

性组合,           就一定是有理的。           

( )x t
( )X s

6.1.2零极点图

Ø对有理拉普拉斯变换，可用 零极点图 来形象地表示         

分子多项式的根——零点（ “o” ）

分母多项式的根——极点 （“×”） 

( )( )
( )

N sX s
D s



A( 1)( 2)
( 1)( 2)

s n s n
s d s d
 


 






6.1.2零极点图

2

1( )
( 1)( 2)
1 , Re{s} 1

3 2

sX s
s s

s
s s




 


  
 

Ø 除常数因子外，零极点图+ROC
就是有理拉普拉斯变换的完全
表示；

Ø 若分母的阶次高于分子的阶次k
次，则             在无限远处有k阶
零点；

Ø 若分子的阶次高于分母的阶次k
次，则             在无限远处有k阶
极点。     

( )X s

( )X s



例4 24 1( ) ( ) ( ) ( )
3 3

   t tx t t e u t e u t

解： 

R e{ } 2s
2 1( )

2



t Le u t

s

R e{ } 1 s1( )
1

 


t Le u t
s

求拉氏变换 

s为任意值 { ( )} ( ) 1stL t t e dt  


 



24 1 ( 1)( ) 1
3( 1) 3( 2 ) ( 1)( 2 )


   

   
sX s

S s s s

R e{ } 2s

因为ROC不包含        轴（即                       处），

所以无傅里叶变换。

j Re{s} 0
（返回上一页，观察时域）



总  结

est

LTI

s=jw

S任
意

(不)稳定

稳
定

关
系
①
②

F

L

Ø 优：简单方便的分析工具（输出=特征值×特征函数）

Ø 缺：不能分析不稳定系统

Ø 优：稳定+不稳定+F

Ø 缺：S复数，物理意义不明确

Ø 定义：

Ø 求解：X(s)+ROC

Ø 零极点图

( ) ( ) stX s x t e dt 


 

源于：对LTI系统 ( ) ( ) sty t H s e



Ø极点和ROC的关系；

Ø极点、ROC与信号时域性质的关系。       

6.2拉普拉斯变换的收敛域

1{ ( )} Re{s} aatL e u t
s a

   

1{ ( )} Re{s} Re{ a}atL e u t

s a
    



巧合？



性质1：        的ROC在S平面内由平行于       轴
的  带状区域  组成。

j( )X s

( ) [ ( ) ]t j tX s x t e e dt   


 

| ( ) | tx t e dt 




推导:

| ( ) |tx t e dt 


 

利用狄里赫利第一个条件，

广义的



性质1：        的ROC在S平面内由平行于       轴
的  带状区域  组成。

j( )X s

Ø 由狄里赫利条件（绝对可积  + 2 . 3条件），要求

| ( ) |  


  tx t e d t ，仅与     的实部      有关s

Ø 有物理意义的常用信号/系统都满足条件2 . 3，

所以绝对可积等同于傅里叶变换收敛。





性质2：对(有理)拉普拉斯变换，ROC内不包含极点。
（极点处           无穷大，不收敛）( )X s

性质3：如果             是有限持续期，且绝对可积，那
么ROC为整个S平面。

( )x t



证明：拉氏变换收敛 | ( ) |  


  tx t e d t

( ) x t 绝对可积，
2

1
| ( ) |

t

t
x t d t  

欲证对所有s ，有              
2

1
| ( ) |   

t t

t
x t e d t

R e{ }  s其中

下面分情况讨论

         有限持续期，绝对可积          ROC为整个S平面。( )x t



0  2

1
| ( ) |  

t

t
x t d t当                时，上式化为

0  在ROC内

2

1
| ( ) |   

t t

t
x t e d t目的：证对所有s， 

当              时，有                              （                  ）0  1   tte e 1 2[ , ]t t t
2 2 1

1 1
| ( ) | | ( ) |t t tt

t t
x t e dt x t e dt     



2

1
| ( ) |   

t t

t
x t e d t目的：证对所有s， 

当              时，有                            （                  ）0  2   tte e 1 2[ , ]t t t
2 2 2

1 1
| ( ) | | ( ) |t t tt

t t
x t e dt x t e dt     

因此对所有S， 成立

即ROC为整个S平面

2

1
| ( ) |t t

t
x t e dt  



例： ,0
( )

0,otherwise

ate t T
x t

  
 


( )

0

1( ) [1 ]T at st s a TX s e e dt e
s a

     


ROC为整个S平面
？



性质4：如果        是右边信号，且如果                   
位于ROC内，那么                 的全部S值都一定在
ROC内。              

( )x t 0Re{ } s

0Re{ } s

1t T ( ) 0x t
右边信号：

指              时，                    



( )x t 的拉氏变换对      收敛0 0| ( ) | tx t e dt 


 

得证

0

1
| ( ) | t

T
x t e dt   ( )x t 是右边信号

0 1 01

1 1

1 0 1 0

1

( )

( )

| ( ) | | ( ) |

| ( ) |

  

  

    

  



  

 



t tt

T T

T t

T

x t e dt x t e e dt

e x t e dt

对于 1 0   ，有

| ( ) | tx t e dt 


证明：   拉氏变换收敛



性质5：如果         是左边信号，且如果                     
位于ROC内，那么                       的全部s值都一定
在ROC内。              

2t T ( ) 0x t

( )x t 0R e{ } s

0R e{ } s

左边信号：

指            时，                ，

对于左边平面的ROC。                    



( )x t 的拉氏变换对      收敛0 0| ( ) | tx t e dt 


 

得证

( )x t 是左边信号

对于 ，有

| ( ) | tx t e dt 


证明：   拉氏变换收敛

2
0| ( ) |

T tx t e dt


  

1 0  
2 2

0 1 01

2
1 0 2 0

( )

( )

| ( ) | | ( ) |

| ( ) |

T T t tt

TT t

x t e dt x t e e dt

e x t e dt

  

  

  

 

  





  

 




双边信号：对时间轴左、右都是无限范围的。               

性质6：如果         是双边信号，且如果                       
位于ROC内，那么ROC一定是S平面上包括                      
的一条带状区域。              

( )x t 0R e{ } s

0R e{ } s

0



例                       ，b为实数，求拉氏变换 | |( )  b tx t e

解：      b t b tx t e u t e u t  

   1     R e   


b t Le u t s b
s b

   1     R e
  


b t Le u t s b

s b



假如b>0    
2 2

2      



b t L be

s b
 Re  b s b

假如b≤0 上述 ROC 无公共部分，

表明           不存在。( )X s

※如果信号          的拉式变换存在，一定属于性质

    3~6中的一种。

( )x t



注意：b=0时， 常数不存在拉氏变换。| | 1b te 

( ) ( )

0 0
0

1 1( ) Re{ } 0st jw t jw tLu t e dt e dt e s
s s

 


         

 
0

0 0 ( ) ( )1 1( ) Re{} 0st jw t jw tLu t e dt e dt e s
s s

     

 


     
 

1 ( ) ( )u t u t  



Ø 常数信号没有拉氏变换

Ø 周期信号没有拉氏变换

   周期信号的傅里叶变换的学习中允许引入的，

突破了狄里赫利第一个条件。

( )s 不存在 ( )j  存在



性质7：如果        的拉氏变换          是有理的，那么
它的ROC是被极点所界定的或延伸到无限远。且
ROC内不包含          的任何极点。              

( )x t ( )X s

( )X s

性质8：若        的拉氏变换          是有理的，对右边
信号，则其ROC位于最右边极点的右边；对左边信号，
则其ROC位于最左边极点的左边；              

( )x t ( )X s



例： 1( )
( 1)( 2)

X s
s s


 

判断        时域形式( )x t

右边信号 左边信号 双边信号

1 1( )
1 2

X s
s s

 
 



Ø ROC平行于jw轴的带状区域且不包含任何极点
Ø 有限持续期&绝对可积ROC整个S平面

Ø 右边信号ROC右边

Ø 左边信号ROC左边

Ø 双边信号ROC带状

被
极
点
界
定

最右边极点的右边

最左边极点的左边

小结

X(s)
有理



定义式：    

对于一般的           ，上述积分的求值要利用复平面

的围线积分  ——不做讨论。

( )X s

Ø重点掌握：

              有理变换，利用部分分式展开法。

1( ) ( )
2




 

 
 

j st

j
x t X s e ds

j

6.3 拉普拉斯反变换



例                                            ，求拉普拉斯反变换 

解：展开为 

a. 对右半平面的ROC

1( )
( 1) ( 2 )


 

X s
s s

2( ) ( ) ( )  t tx t e u t e u t

1 1( )
1 2

 
 

X s
s s

 存在傅立叶变换



b.   对左半平面的ROC
2( ) ( ) ( )     t tx t e u t e u t

c.   对带状的ROC                                                           
2( ) ( ) ( )    t tx t e u t e u t

 无傅立叶变换



一个极点情况：

a
 

j

A B

A：Re{s}<a

B：Re{s}>a

三个极点情况：

a 


j

A B

A：Re{s}<a
B： a<Re{s}<b
C：b<Re{s}<c
D：Re{s}>c

b  c

C D



反变换整理：

1、有理型真分式，直接部分分式展开；

      注意共轭极点的处理；

0
0 2 2

0

[sin ] ( ) Lt u t
s








0
0 2 2

0

[ sin ] ( )
( )

Late t u t
s a




 
 

0 2 2
0

[cos ] ( ) L st u t
s





 0 2 2

0

[ cos ] ( )
( )

Lat s ae t u t
s a




 


 



例：求下述函数的逆变换式
2

2

3( )
( 2)( 2 5)

sX s
s s s




  

解： 2 2
( )

2 ( 1) 2
A Bs CX s

s s


 
  

2

2 2

( 2) 3 7( 2) ( ) |
( 2) 2( 2) 5 5sA s X s 

 
   

   
2

2

2 2

7 14( ) ( 2 ) (7 2 )3 5 5
( 2)( 2 5) ( 2)( 2 5)

B s B C s Cs
s s s s s s

     


     



2 2 2 2

7/5 2/5 ( 1) 4/5 2( )
2 ( 1) 2 ( 1) 2

sX s
s s s

  
  

    

2/5B 2C 2 2

7/5 2/5 2( )
2 ( 1) 2

sX s
s s


 

  

27 2 4( ) [ cos(2 ) sin(2 )] ( )
5 5 5

t t tx t e e t e t u t    



反变换整理：

1、有理型真分式，直接部分分式展开；

      注意共轭极点的处理；

2、有理型分子阶次≥分母，化为整式+真分式，同1;

3、非有理型——分母变化，对应单边周期型；

4、非有理型——性质的应用。 6.6节



1、线性    1 1( ) ( )Lx t X s
2 2( ) ( )Lx t X s

ROC为
ROC为

1R

2R

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )  Lax t bx t aX s bX s 1 2R R

（1）若交集为空，则            无收敛域，         不存在

拉氏变换。

( )x t

( )X s 1 2R R

6.4 拉普拉斯变换的性质

（如前节例b≤0时）
（2）           的ROC可能比                 大？

( )X s

YES！ 

ROC包括



例：已知

1
1( )

1



X s

s

1 2( ) ( ) ( ) x t x t x t

R e{ } 1 s

2
1( )

( 1)( 2 )


 
X s

s s R e{ } 1 s
求 ( )X s

解： 1 2
1 1( ) ( ) ( )

( 1) ( 1)( 2)
1 1

( 1)( 2) 2

   
  


 

  

X s X s X s
s s s

s
s s s

ROC为: R e{ } 2 s

交集Re{s}>-1

收敛域扩大了！



                为：Re{s}>-1，但仅在s=-2有极点，

所以ROC向左延伸至s=-2

   原因：s=-1处零、极点抵消

1 2R R



Step（1）求               ；

Step（2）将其向左、或右延伸，直至最近的极点。

1 2( ) ( )ax t bx t

1 2R R

确定                         的ROC方法：

※注意：线性性质若发生了零极点抵消，则ROC

可能比交集要大。



2、时移

( ) ( )Lx t X s
0

0( ) ( )  stLx t t e X s ROC为 R

ROC为R

3、S域平移

若

0
0( ) ( ) s t Le x t X s s

ROC为 0R e{ }R s

ROC如上表示是一种边界变化



若            有极点或零点在              ，那么                     

一定有极点或零点在                       ，即

( )X s s a 0( )X s s
0 s s a 0 s s a

思考：若�� = ���，ROC如何变化？



4、时域尺度变换

( ) ( )Lx t X s ROC为若 R
则

1( ) ( )sx a t X
a a

 ROC为� � ∈ �

(a为实)

ROC=         表示“边界的变化”aR



※注意：a<0时，ROC要增加关于        轴的反转。

( ) ( )x t X s  

j
例： ROC为 R

X(s)的收敛域 � > 0
(|�| > 1)

� < 0
(|�| < 1)



5、共轭对称性：

( ) ( )Lx t X s ROC：

ROC为

若 R

则 R

( ) ( )X s X s  

推论：当            为实信号时，( )x t
*( ) ( )x t x t

* * *( ) ( )Lx t X s



由此可得以下结论：

        如果         是实信号，且         在     有极点
（或零点），则          一定在     也有极点或零点。

( )x t 0s
( )X s 0s 

( )X s

1( )X s
s jw




*

*

1( )X s
s jw




* * 1( )X s
s jw




1( )
( )( )

X s
s jw s jw


 

* * 1( )
( )( )

X s
s jw s jw


 

这表明：
实信号的拉氏变换其复数零、极点必共轭成对出现。



6、卷积性质：

若 1 1( ) ( )Lx t X s

2 2( ) ( )Lx t X s

ROC为

ROC为 2R
1R

则 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )x t x t X s X s 

1 2R R包括ROC

1

1( )
2

sX s
s





例：

2

2( )
1

sX s
s





Re{s}>-2

Re{s}>-1

1 2( ) ( ) 1X s X s 

ROC为整个S平面

用于分析LTI



小结

1、线性    
2、时移

3、S域平移
4、时域尺度变换

5、共轭对称性：

6、卷积性质：

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )  Lax t bx t aX s bX s 1 2R R包括
0

0( ) ( )  stLx t t e X s  R
0

0( ) ( ) s t Le x t X s s 0R e{ }R s

aR1( ) ( )sx a t X
a a



* * *( ) ( )Lx t X s * *( ) ( )X s X s  R

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )x t x t X s X s  1 2R R包括



7、时域微分：

若 ROC为

则
( ) ( )dx t sX s

d t


RROC包括   ,有可能扩大（s=0处的零极点有变化）

( ) ( )Lx t X s R

，整个S平面�(�) ↔ 11( ) ,Re{ } 0Lu t s
s

 例：



8、S域微分：

若 ROC为

则
( )( ) dX stx t

ds
  RROC为

( ) ( )Lx t X s R



例：求                                 的拉氏变换 ( ) ( )atx t te u t
L 1( )ate u t

s a
 


解：由 Re{ }s a

得 L
2

1 1( ) ( )
( )

at dte u t
ds s a s a

   
 

所以                                            
L

2

1( )
( )

atte u t
s a

 


Re{ }s a



一般式：

      （当          有多重极点时有用）    ( )X s
1

L 1( )
( 1)! ( )

n
at

n

t e u t
n s a


 

 

Re{ }s a 



例：求
2

2

2s 5s 5X(s)
(s 1) (s 2)

 


 
Re{ } 1s  的反变换

解：利用部分分式展开
2

2 2

2 5 5( ) =
( 1) ( +2) ( 1) 1 +2

s s A B CX s
s s s s s

 
  

  
2 2

2 2

2 5 5 ( 2) ( 1)( 2) ( 1)( )
( 1) ( 2) ( 1) ( 2)

s s A s B s s C sX s
s s s s

       
 

   
2 2

2 2

2 5 5 ( ) ( 3 2 ) (2 2 )( )
( 1) ( 2) ( 1) ( 2)

s s B C s A B C s A B CX s
s s s s

        
 

   



例：求
2

2

2s 5s 5X(s)
(s 1) (s 2)

 


 
Re{ } 1s  的反变换

解： 2 2
3 2 5 1

2 2 5 3

B C A
A B C B
A B C C

   
      
     

2

2 1 3X(s)
(s 1) s 1 s 2

  
  

由于ROC在极点s=-1 s=-2 的右边，所以对应

右边信号
t 2( ) (2 3 ) ( )t tx t te e e u t    



9、时域积分：

若 ROC:

则

ROC包括

( ) ( )Lx t X s R

1( ) ( )
t

x d X s
s

 



(R e{ } 0)R s 



证明：

根据卷积性质 L 1( )* ( ) ( )u t x t X s
s



ROC包括 (Re{ } 0)R s 

( )* ( ) ( ) ( ) ( )tx t u t x u t d x d    

 
   

9、时域积分

Re{ } 0s 且 ( ) 1/Lu t s



10、初值与终值定理

条件： 0, ( ) 0t x t  (因果信号），

( )x t且t=0时，       不包含冲激或高阶奇异函数。

( 0 ) l im ( )
s

x s X s

 
初值定理：



10、初值与终值定理

否则， 0 1( ) ( ) ( )X s X s X s 
整式 真分式

1( 0 ) lim ( )
s

x s X s

 
 

原因：整式           的L反变换

为冲激及其导数（即高阶奇异

函数），在0+时刻值为零。

0 ( )X s

例：
1 2( ) 1
1 1

sX s
s s
 

  
 

所以
2(0 ) lim 2
1s

x s
s






 





0
l im ( ) l im ( )
t s

x t s X s
  

终值定理：

要求         的极点必须位于S平面的左半平面，虚

轴上仅在s=0处有一阶极点。

( )X s

条件—— lim ( )
t

x t


存在
0

lim ( )
s

sX s




例：                                         求      2

2 1( )
( 1)

sX s
s s






解：由于在虚轴上有共轭极点 s j
所以，         的终值不存在。   ( )x t

2 2

2 1( )
1 1

sX s  
s s s


  
 

( ) (1 2sin cos ) ( )LX s t - t u t 

lim ( )
t

x t




性质应用 求 { ( )}L u a t b

解： L( ) 1/   ,  Re{ } 0u t s s 
1 1( )   ,Re{ / } 0

/
au at s a

a s a a s
   



/

{ ( )} { [ ( )]}
/ ( )bs a

L u at b L u a t b / a
e a a s

  

  
0 Re{ } 0;a s ， 0 Re{ } 0a s ，

1( ) ( )sx at X
a a

 aR

0
0( ) ( )  stLx t t e X s

R



小结
( ) ( )dx t sX s

dt
Ø 时域微分 包括 R

( )( ) dX stx t
ds

 Ø S域微分 R
1

L 1( )
( 1)! ( )

n
at

n

t e u t
n s a


 

 
一般式 Re{ }s a

Ø 时域积分：
1( ) ( )

t
x d X s

s
 


 (Re{ } 0)R s 包括 

Ø 初值与终值定理 (0 ) lim ( )
s

x sX s




0
lim ( ) lim ( )
t s

x t sX s
 


(注意前提条件)



小结
P442



6.6 单边周期信号和单边抽样信号的拉氏变换

1.单边周期冲激串的拉氏变换

0 0

1{ ( )}
1

kTs
sT

k k
L t kT e

e


 



 

  
 

   上式无零点。

 ROC: Re{ } 0s     ……
0 T 2T t-T



极点分析： 即 1sTe 
cos sin 1T j T T Te e e ωT je ωT         

00    2 /m T m      

0s jm

极点恰是周期信号各次谐波的频率点 -2π/T

-4π/T

2π/T

4π/T



2. 单边周期信号的拉氏变换

1
0

( ) ( )* ( )
k

x t x t t kT




 

1( )x t 为第1个周期内的信号

则 1 1
0

1( ) ( ) { ( )} ( )
1 sT

k
X s X s L t kT X s

e







  


Re{ } 0s 

   ……
0 T t

1( )x t



3. 单边抽样信号的拉氏变换

0
( ) ( ) ( )s

k
x t x t t kT





  

0 0
{ ( )} { ( ) ( )} ( ) kTs

s
k k

L x t L x kT t kT x kT e
 



 

   

t

�(�)

   ……
0 T 2T t

t

��(�)

   ……
T0 2T



解：

( )px t

0
( ) ( ( ) ( 1))* ( 2)p

k
x t u t u t t k





    
{ ( )}pL x t

1( ) ( ) ( 1)x t u t u t   1
1( ) (1 )sX s e
s

 

1 2

1( ) ( )
1p sX s X s

e




Re{ } 0s 

例：           为单边周期矩形信号

(1)求： 

1 1 1(1 )
(1 )(1 ) (1 )

s
s s se

s e e s e


  
  

  



极点分析：

a.                        无极点，         零极点抵消1
1( ) (1 )sX s e
s

  0s 

2

1 1
1 (1 )(1 )s s se e e  


  b.                                         原有极点 s jk

但由于分母中的          项被         中的相同项所抵消， 

故   取偶数时不是极点；同时           成为极点。        

1 se 1( )X s
k 0s 



极点分析：

亦可由表达式直接分析，令分母得0：

1( )
(1 )p sX s

s e




1 0se 0s  或

cos sin 1 (2 1)e je s j m         



(2)若                                  ，求3( ) ( )t
px t e x t

( 3)

1( ) ( 3)
( 3)(1 )p sX s X s
s e 

  
 

Re{ } 3s  

3s   3 (2 1)s j m    
极点：

{ ( )}L x t

解：



(3)若                                            ，求
0

( ) ( 2)p
k

x t t k




   { ( )}L x t

解： 3

0

3 2 2
2( 3)

0

{ ( )} { ( 2 )}

1
1

t

k

k ks
s

k

L x t L e t k

e e
e









  

 


 

 






极点： 3s jm   Re{ } 3s 



反变换整理：

1、有理型真分式，直接部分分式展开；

      注意共轭极点的处理；

2、有理型分子阶次>分母，化为整式+真分式，同1;

3、非有理型——分母变化，对应单边周期型；

4、非有理型——性质的应用



小结

Ø 单边周期冲激串的拉氏变换

Ø    单边周期信号的拉氏变换

Ø 单边抽样信号的拉氏变换

0 0

1{ ( )}
1

kTs
sT

k k
L t kT e

e


 



 

  
  Re{ } 0s 

1
0

( ) ( )* ( )
k

x t x t t kT




 

0
( ) ( ) ( )s

k
x t x t t kT





  



6.7 用L变换分析与表征LTI系统

Ø     

Ø               时          变为频率响应              。上式变为

         

LTI系统的单位冲激响应的拉普拉斯变换称为

系统函数/转移函数。

由卷积性质得：对LTI系统，
( ) ( )* ( )y t x t h t ( ) ( ) ( )Y s X s H s

s j ( )H s ( )H j
( ) ( ) ( )Y j X j H j  



6.7.1 因果性
因果的LTI系统应满足：t<0时，h(t)=0

                      右边信号→ H(s)的ROC为右半平面

结论1 ：因果系统系统函数的ROC是某个右半平面。

Ë反推不成立，除非系统函数是有理的。

结论2 ：若系统函数是有理的，系统的因果性等效于

ROC为最右边极点的右边的右半平面。 



1( ) , R e { s} 1
1

H s
s

  


例：（1） ( ) ( )th t e u t
因果

| |( ) th t e（2）

2

2( ) , 1 R e { s } 1
1

H s
s


   


非因果

（3）
非因果

( 1)( ) ( 1)th t e u t  
( ) , R e { s } 1

1

seH s
s

  




   反因果系统：        时，           ，

                      系统函数的ROC为某个左半平面。

( ) 0h t 0t 

Ë反推不成立，除非系统函数是有理的。

推广——



6.7.2  稳定性

如果系统稳定，则有                       。因此            

必存在。意味着        的ROC必然包括      轴。

( )h t dt



  ( )H j

( )H s j

结论1 ：当且仅当系统函数的ROC包括      轴时，一

个LTI系统是稳定的。

j



6.7.2  稳定性

例：已知LTI系统的系统函数为

对以下各种情况，求其ROC及 

（1）系统为因果的；    

（2）系统是稳定的；

（3）ROC如图（c）。   

1( )
( 1)( 2)

sH s
s s




 
( )h t

系统的零极点图



解：
1( )

( 1)( 2) 1 2
s A BH s

s s s s


  
   

1

1 1 2( 1) ( )|
1 2 3sA s H s 

 
   

 

2

2 1 1( 2) ( )|
2 1 3sB s H s 


   


2/ 3 1/ 3( )

1 2
H s

s s
 

 

系统的零极点图



解： 2 / 3 1 / 3( )
1 2

H s
s s

 
 

( )H s
2( ) (2 / 3 1 / 3 ) ( )t th t e e u t 

（1）有理          、因果性，故ROC为右半平面：

   Re{s}>2，所以
由于ROC不包括jw轴， 所以非稳定

（2）系统是稳定的，故ROC包括jw轴：-1<Re{s}<2，
这是非因果的

2( ) 2 / 3 ( ) 1 / 3 ( )t th t e u t e u t  



解：

2 / 3 1 / 3( )
1 2

H s
s s

 
 

（3）对于(c)所示的ROC，即Re{s}<-1，对应反因果系统

2( ) 2 / 3 ( ) 1 / 3 ( )t th t e u t e u t    
反因果、不稳定

系统的零极点图



结论2：当且仅当H(s)的全部极点都位于s平面的左半

平面时，也即全部极点都有负实部时，一个具有有

理系统函数H(s)的因果系统才是稳定的。

Ø 有理系统函数H(s)，因果性等效于ROC位于最

右边极点的右边；

Ø 系统稳定，等效于ROC包括jw轴；



Ø 对于LTI，

Ø 因果系统H(s)的ROC是某个右半平面（反之不成立）；

Ø 若H(s)有理，因果性等效于ROC为最右边极点的右边；

Ø 当且仅当H(s)的ROC包括jw轴时，LTI系统是稳定的；

Ø 当且仅当H(s)的全部极点都位于s平面的左半平面时，一

个具有有理系统函数H(s)的因果系统才是稳定的。

小结

( ) ( ) ( )Y s X s H s( ) ( )* ( )y t x t h t



6.7.3 由线性常系数微分方程表征的LTI系统 

Ø 拉氏变换，可求解微分方程，直接得 ( )H s

解：由拉氏变换性质 ( ) 3 ( ) ( )sY s Y s X s 
( ) ( ) / ( ) 1 / ( 3)H s Y s X s s  

( )h t ( ) 3 ( ) ( )dy t y t x t
d t

 

例：LTI系统输入与输出满足以下线性常系数微分方程，    

        求         ？



系统是因果的，Re{s}>-3,   

若反因果系统，Re{s}<-3,   

3( ) ( )th t e u t
3( ) ( )th t e u t  

Ø 性质不同，系统函数表示式相同，收敛域不同，

对应的单位冲击响应不同。



一般形式：

0 0

0 0

( ) ( )             

(

k k
N M

k kk kk k

N ML k k
k kk k

d y t d x ta b
dt dt

a s Y s b s X s

 

 





 

 ) ( )=( ) ( )

Ø零点是                  的解，极点是                     的解；0
0M k

kk
b s


 0

0N k
kk

a s




0

0

( )( )
( )

M k
k k
N k
k k

Y s bsH s
X s a s





 


( )x tØ若进一步，给出        ，可求零状态响应。

( )H s
( )h t

Ø          表示式+系统稳定性/因果性的附加条件，可
    得        ；



6.7.4系统特性与系统函数的关系举例 
例：已知LTI系统，当输入为                       时，
       零状态响应
求：系统函数并判断系统的因果性和稳定性
解：                     

3( ) ( )tx t e u t
2( ) ( ) ( )t ty t e e u t  

( ) 1/ ( 3)X s s  ，Re{s}>-3
( ) 1 / (( 1)( 2))Y s s s   ，Re{s}>-1

2

( ) 3 3( )
( ) ( 1)( 2 ) 3 2

Y s s sH S
X s s s s s

 
   

   



ROC可能有三种情况:
R e{ } 2; 2 R e{ } 1; R e{ } 1s s s       

由卷积性质,      的ROC包括      和       收敛域的交集,

所以        的ROC必为：Re{s}>-1,所以系统是因果的；

因        的两个极点均有负实部，故系统是稳定的。

( )Y s ( )X s ( )H s

( )H s

( )H s

2

2

( ) ( ) ( )3 2 ( ) 3 ( )dy t dy t dx ty t x t
dt dt dt

   

2( )( 3 2) ( )( 3)Y s s s X s s   

可得微分方程：



例：已知LTI系统满足

(1)系统是因果的;

(2)系统是有理的，且仅有两个极点：

(3)若            ,则            ;

(4)          时，   

 试确定         ,分析稳定性

2, 4s s  
( ) 1x t  ( ) 0y t 
0t  ( ) 4h t 

( )H s

ROC为右半平面
( )( )

( 2)( 4)
p sH s

s s


 

�(�) = �(�)�−��|�=0 �(0) = 0

( ) ( )p s sq s初值定理



解：由1，2有理        的因果系统，且有实部为+的

极点，所以为不稳定系统。

( )H s

设                               ，       是   的多项式               
( )( )

( 2)( 4)
p sH s

s s


 
( )p s s

0( ) 1 tx t e  由3，                   时，

即                      有一根在      ，

所以可设  

0( ) (0) 0ty t H e   (0) 0H 

(0) 0 ( )p p s  0s
( ) ( )p s sq s



由条件4，根据初值定理，

                                             
2

0

( )lim ( ) lim ( ) lim 4
( 2)( 4)s st

s q sh t sH s
s s  

  
 

必为常数=4  
2

2

( )lim 4
2 8s

s q s
s s


 

( )q s

4( )
( 2)( 4)

sH s
s s

 
 



例：一稳定的因果系统                  ，      是有理的，

有一个极点位于         ，原点没有零点，其余的零极点

不知，试判断（a）~（g）的对错，或不确定。

( )H s
2s  

解：(a)                 收敛；   

                                                     

3{ ( ) }tF h t e

( ) ( )Lh t H s

（错误）
3 ( 3 ){ ( ) } ( )t j tF h t e h t e dt   


 

( )H s 2s 
                                                     ，相当于H(s)在

      Re{s}=-3时的值。      有极点        ，且因果，故

      ROC至少应位于-2的右边，所以-3不在ROC内。          



 (b) ( ) 0h t d t



   （错误）

0
0( ) ( ) ( ) |t

sh t dt h t e dt H s
   

 
  

由于原点无零点 ，                              错误。( ) 0h t d t


 
 

(c)          是一稳定因果系统的单位冲击响应；( )th t   （正确）
( )( ) , .s dH sth t ROC R

ds
 

即两者有相同的收敛域，所以系统也是因果稳定的。

由s域微分性质：



(d)                  的拉式变换至少有一个极点； ( ) /dh t dt   （正确）

( ) ( )Ldh t sH s
dt

 无法消除位于-2的极点

(e)       是有限持续期的；( )h t   （错误）

( )h t ( )h t由稳定性得       绝对可积，若       还是有限持续期的，

则ROC为整个S平面，但已有s=-2的极点，所以错误。



(f) ( ) ( )H s H s  （错误）

(g) lim ( ) 2
s

H s


 (无法确定) 

( ) ( )H s H s  ( )H s若有                    ,则        在S=2也应有一极点，

但对稳定的因果系统，所有极点都有负实部，所以错误。

只有当分子与分母同阶时，才可能有上式

但没有足够的条件，所以无法确定  



小结

Ø 用拉式变换可直接求解线性常系数微分方程

0 0

( ) ( )k k
N M
k kk kk k

d y t d x ta b
dt dt   0

0

( )( )
( )

M k
k k
N k
k k

Y s b sH s
X s a s





 


Ø 解不包含ROC，若配合因果或稳定，则可求h(t)

Ø 若给出x(t),可求零状态响应



6.8  系统函数的代数属性与方框图表示 

  利用拉氏变换，时域的微分、卷积、时移→复频
域的代数运算，也可用于LTI系统的互联中。

6.8.1 LTI系统互联的系统函数
1、并联  

( )x t 1 1( ) / ( )h t H s

2 2( ) / ( )h t H s


( )y t
1 2

1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

h t h t h t
H s H s H s

 
 



2、级联(串联) 

( )x t 1

1

( )
( )

h t
H s

2

2

( )
( )

h t
H s

( )y t

1 2

1 2

( ) ( ) * ( )
( ) ( ) ( )

h t h t h t
H s H s H s






3、反馈 ( )x t
1 1( ) / ( )h t H s

2 2( ) / ( )h t H s


( )y t

( )z t

( )e t



1

2

1

1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( )
( ) 1 ( ) ( )

Y s H s E s
E s X s Z s X s H s Y s

H sY sH s
X s H s H s


   

 




6.8.2 由微分方程和有理系统函数描述的
         因果LTI系统的方框图表示 

例1：一因果LTI系统的系统函数                       ，

         试画出其方框图

( ) 1/( 3)H s s 
Ø 微分 —s；积分—1/s

�(�) = �(� ) � (�) = 1 ( � + 3)

��(�) + 3�(�) = �(�)
解：



对应的S域方框图为：

1/ s
( )x t ( )y t



3

( )e t

( ) ( ( ) 3 ( ))y t x t y t dt 

( )x t
1/ s

( )y t

3





( )e t

�(�) =
1 �

1 + 3 �
=

�1(�)
1 + �1(�)�2(�)

( ) 3 ( ) ( )dy t y t x t
dt

 系统对应的微分方程为



例2： 2 1( ) ( 2)
3 3

sH s s
s s


   
 

对应的S域方框图为：

( )x t
1/ s

3

( )y t
2s

 “S”--涉及微分运算，不好

( )x t
1/ s

3

( )y t

s

2




从A至C至B：先积分，再微

分，故A=B

( )y t

( )x t
1/ s

3

2

( )x t
1/s

( )y t

3

A sC

2


B

Ø不含微分运算(S)，好

所以图可化为：(抽头)



( )y t

2

“抽头”�(�) =
1

� + 3
(� + 2)

�(�) =
�1(�)
�(�)

�(�)
�1(�)

��1(�) + 3�1(�) = �(�)
��1(�)

��
+ 3�1(�) = �(�)

��1(�) + 2�1(�) = �(�)
��1(�)

��
+ 2�1(�) = �(�)

1/ s
��1(�)

��

�1(�)( )x t


3



例3：因果二阶系统

         画框图。

解：

2

1 1( )
( 1)( 2) 3 2

H S
S S S S

 
   

框图中尽量避免微分运算，而采用积分运算

( )H S
2

2

d y(t) dy(t)3 2y(t) x(t)
dt dt

  由       可得微分方程：

（1）直接型：框图中的系数可直接根据系统函数
中的系数或微分方程中的系数确认



解：
2

2

d y(t) dy(t)3 2y(t) x(t)
dt dt

  

1/ s ( )y t1/ s
2

2

d y(t)
dt

dy(t)
dt

2

2

d ( ) d ( )( )-2 ( )-3
d d
y t y tx t y t
t t



( )x t


3



-2

1/ s ( )y t1/ s

2

2

d y(t)
dt

dy(t)
dt原式化为：（直接型）



（2）级联型：
1 1( )

1 2
H S

S S
 

 

（3）并联型：
1 1( )

1 2
H S

S S


 
 

同一       ，可以有多种实现

方式，对应不同的框图

( )H S

( )x t
1/ s ( )y t1/ s

-1



-2

( )x t
1/ s

( )y t

1/ s

-1 

 1

-2



例4：
2

2

2 2

2 4 6 1( ) ( )(2 4 6)
3 2 3 2

S SH S S S
S S S S

 
   

   
( )y t



2

（1）直接型

( )x t


3



2

-6

1 / s 1 / s
2

1
2

( )d y t
dt

1( )dy t
dt

1( )y t
1

1
2

1 1 1
2

1 1 1

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) 3 ( ) 2 ( ) ( )
2 ( ) 4 ( ) 6 ( ) ( )

Y s Y sH s
X s Y s

s Y s sY s Y s X s
s Y s sY s Y s Y s



  

  



4



例4：

（2）级联型

2

2

2 4 6( )
3 2

s sH s
s s

 


 

1 2
2( 1) 3 ( ) ( )

2 1
s s H s H s

s s
 

  
 

2

2

2 4 6( )
3 2

s sH s
s s

 


 

（3）并联型
6 8( ) 2

2 1
H s

s s
  

 



小结

Ø 加和，并联 ( )x t 1 1( ) / ( )h t H s

2 2( ) / ( )h t H s


( )y t

Ø 乘积，级联 ( )x t 1

1

( )
( )

h t
H s

2

2

( )
( )

h t
H s

( )y t

Ø 分式，反馈 ( )x t
1 1( ) / ( )h t H s

2 2( ) / ( )h t H s


( )y t

( )z t

( )e t

Ø 微分方程，化积分

Ø 复杂系统，微分直

接型、拆开串或并

1/ s ( )y t1/ s
2

2

d y(t)
dt

dy(t)
dt

2

2

d ( ) d ( )( )-2 ( )-3
d d
y t y tx t y t
t t



2

2

1( ) ( )(2 4 6)
3 2

2( 1) 3( )
2 1
6 8( ) 2

2 1

H S S S
S S

s sH s
s s

H s
s s

  
 
         

  
 



6.9 单边拉普拉斯变换 
Ø应用：非零初始条件下，由线性常系数微分方程所
   描述的因果系统的求解 。

ü 积分下限为0-，表明在积分区间内包括了集中于
t＝0的冲激或高阶奇异函数

定义： 0
( ) ( ) sts x t e dt

  X

( ) ( ) { ( )}Lx t s L x t  X



6.9 单边拉普拉斯变换 

ü t<0时为零的信号(因果信号)，双边和单边拉
氏变换相等；

ü 单边拉氏变换的ROC一定是某右半平面    

单边： 双边：

0
( ) ( ) sts x t e dt

  X ( ) ( ) stX s x t e dt 


 



6.9.1单边拉普拉斯变换举例 

例1：                                      求

解：因为       时，          ，所以       

Re{s}>-a 

( )sX
1

( ) ( )
( 1)!

n
ttx t e u t

n







0t  ( ) 0x t  ( ) ( )s X sX

1( )
( )n

s
s a




X



例2：                              ，求

解：

Re{s}>-a 

Re{s}>-a

( )sX( 1)( ) ( 1)a tx t e u t  

( 1) ( )

0 0
( ) ( 1)

1

a t st a t s a

a

s e u t e dt e e dt

e
s a

 

      



  




 X

1( ) ( )sX s e s
s a

 


X



例3：                                            ,求

解：

 Re{s}>1

      时，            ，所以        

( )sX0 1( ) ( ) 2 ( ) ( )tx t u t u t e u t  

( ) ( )s X sX( ) 0x t 0t 

1X( ) 1 2
1

s s
s

  




例4：

解：

因为ROC一定为右半平面，所以ROC为：Re{s}>-2

所以 2
1( ) 2 ( ) ( ) ( )    0tx t t u t e u t t      

ü 单边拉普拉斯反变换仅能得到t>0-时的信号表达式        

2 3( )
2

ss
s





X

2 2

( 2) ( 2)( )
2 2

3 ( 2 ) (2 ) 12
2 2 2

C A s Bs s Cs A Bs
s s

s Bs A B s A C s
s s s

   
   

 
    

    
  

X

求 �(�)



6.9.2单边拉普拉斯变换的性质 
1、时域微分-与双边变换明显不同

书：P458

: ( ) ( )LdL x t sX s
dt

 : ( ) ( ) (0 )LdL x t s s x
dt

  X

00 0
'( ) ( ) | ( )

( ) (0 )

st st stx t e dt x t e s x t e dt
s s x

    
 



 

 
 

X

' ( ) ' 'u vdx uv dx uv dx   证明：



6.9.2单边拉普拉斯变换的性质 
1、时域微分-与双边变换明显不同

00 0

2

''( ) '( ) | '( )
( ) (0 ) '(0 )

st st stx t e dt x t e s x t e dt
s s sx x

    
 

 

 

  
 

X

' ( ) ' 'u vdx uv dx uv dx   证明：

( ) ( ) (0 )Ld x t s s x
dt

  X
2

2

2
( ) ( ) (0 ) '(0 )Ld x t s s sx x

dt
    X



6.9.2单边拉普拉斯变换的性质 

2、卷积性质：
单边变换增加的条件: 若      时，    0t 1 2( ) ( ) 0x t x t 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )x t x t s s  X X

对因果LTI，输入满足       时为0
Ø 系统分析
Ø 代数属性方框图    

0t



6.9.3利用单边拉普拉斯变换求解微分方程
Ø重要应用：非零起始条件的线性常系数微分方程
例：下列微分方程描述的因果LTI系统

（1）求系统函数  

解：依题，系统函数为

2

2

( ) ( )3 2 ( ) ( )d y t dy t y t x t
dt dt

  

2

2

( ) 3 ( ) 2 ( ) ( )
1( )
3 2

s Y s sY s Y s X s

H s
s s

  


 



（2）当                   时，求零状态响应 

解：

( ) ( )x t u t

( ) ( ) /s X s s X

/ 2 / 2( )
( 1)( 2) 1 2

Y s
s s s s s s

   
   

   

21 1( ) ( ) ( )
2 2

t ty t e e u t    



解：由微分方程求单边拉氏变换得

(0 ) , '(0 )y y   

2 ( ) 3 ( ) 3 2 ( ) /s s s s s s s        Y Y Y

2

2

( ) ( )3 2 ( ) ( )d y t dy t y t x t
dt dt

  

( ) ( ) (0 )Ld x t s s x
dt

  X
2

2

2
( ) ( ) (0 ) '(0 )Ld x t s s sx x

dt
    X

（3）初始条件为：                               ，试求系统
零输入响应和零状态响应 .



（3）初始条件为：                               ，试求系统
零输入响应和零状态响应 .

解：

前两项的反变换，为输入为0时的响应-零输入响应
后一项的反变换，为初始状态为0的响应-零状态响应

(0 ) , '(0 )y y   

( 3)( )
( 1)( 2) ( 1)( 2) ( 1)( 2)

ss
s s s s s s s
  

  
     

Y

2 ( ) 3 ( ) 3 2 ( ) /s s s s s s s        Y Y Y



小结

Ø 定义： 0
( ) ( ) sts x t e dt

  X 与双边的关系，ROC右边；
Ø 单边拉氏反变换仅能得到t>0-时的信号表达式；        
Ø 性质：注意时域微分、卷积；
Ø 应用：非零初始条件下，由线性常系数微分方程所
            描述的因果系统的求解；

L L(0 )...y 
 全响应（   ）=零输入响应（       ）+零状态响应（  ）


